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1 RESUMEN

Se propone un experimento para la medicién del exponente gravitatorio mediante
la utilizacion de la balanza gravitatoria (Cavendish). Importantes mejoras en el sistema de
medicion y del equipo en si permitieron repetir la experiencia tradicional para distintas
separaciones entre las masas lo cual posibilit6 medir el exponente gravitatorio con las
limitaciones propias de un equipo destinado al uso didactico.

2 INTRODUCCION

Como es ampliamente conocido, la experiencia de la balanza gravitatoria tiene por
objeto la medicion de la constante de gravitacion universal, G, que interviene en la ecuacion
gue determina la interaccion entre masas:
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Donde, f es la fuerza de atraccion entre las masas esféricas m y M; d es la distancia entre sus
centros y G es la constante que vincula la fuerza con las restantes variables fisicas.

En la actualidad se dispone de varios tipos de equipos comerciales *? destinados a este
fin y, todos ellos basan su principio de funcionamiento en la medicion del efecto del torque
gravitatorio sobre un péndulo de torsién, fundamento de la experiencia realizada por H.
Cavendish hacia 1798 ©,

Por otra parte y, en relacion a los conceptos fisicos utilizados permite al alumno
introducirse en la dinamica del péndulo de torsién, las oscilaciones amortiguadas y la medicién
del periodo y el coeficiente de amortiguamiento viscoso para estas Ultimas.

En el presente trabajo se propone la utilizacion del método de medicién opto—digital
aplicado, previamente, para experiencias de dindmica en 2D: choque elastico de discos @, tiro
oblicuo ® e interaccion explosiva ©, extendiendo el mismo, para el caso actual, a la dinamica
unidimensional: oscilacion del brazo de palanca del péndulo de torsién en la experiencia de
Cavendish.

El objetivo de este trabajo es aprovechar los resultados del experimento para medir el
exponente gravitatorio suponiendo conocida la constante de gravitacion, G, y variando la
distancia entre masas. Esto es posible debido a que dicha constante ha sido medida por
distintos métodos 9 obteniéndose un valor con muy bajo error para las necesidades del
presente Trabajo.



3 OBJETIVOS

l.- Mejorar el sistema de medicion de la Balanza Gravitatoria introduciendo el método opto-
digital desarrollado por los autores y oportunamente aplicado a experiencias de dinamica
bidimensional (ver Introduccion).

Il.-Incorporar mejoras ya introducidas en los modelos de equipamientos comerciales posteriores
al nuestro y referidas a: i) aumentar la distancia espejo escala vy, ii) utilizacién de una fuente de
luz laser.

lll.- A partir de | y Il optimizar la medicién de la distancia entre posiciones de equilibrio del spot
luminoso sobre la escala y aplicarlo para distintas distancias entre masas.

4 METODOLOGIA

Este Trabajo esta orientado como actividad a desarrollar por ayudantes de catedra o
adscriptos a la asignatura de Fisica | debido a que la realizacion del experimento requiere un
tiempo prolongado de ejecuciéon como asi también la aplicacion de mejoras al equipo tradicional
(ver objetivos). Finalmente, en este sentido, se utilizan conceptos que no han sido desarrollados
en la asignatura tales como movimiento amortiguado (amortiguacién viscosa), decremento
logaritmico y péndulo de torsion.

¢Cbmo se transfiere al ambito curricular el presente trabajo? Nuestra propuesta es a través

de videos interactivos on-line por medio de los cuales el alumno se interiorice de la experiencia
gue se realiza y tenga oportunidad de interactuar mediante preguntas y sugerencias
estructuradas pedagoégicamente.
Los pasos para abordar el experimento son los siguientes: a) Comprensién de la experiencia
tradicional destinada a medir G donde se asume el valor n=2 para el exponente gravitatorio. El
método de medicidn y los conceptos asociados: péndulo de torsiéon y movimiento amortiguado.
b) Introduccion de las mejoras indicadas a fin de medir el exponente gravitatorio. c)
Comprension del sistema de medicion opto-digital y el procesamiento digital de las imagenes. d)
Realizacién del experimento.

5 DESARROLLO
5.1 ECUACIONES BASICAS

Consideremos un péndulo de torsién constituido por un brazo de palanca con dos masas
extremas m y suspendido en su punto medio por un hilo de torsion.
La ecuacién diferencial que vincula el desplazamiento angular, 8, y el torque aplicado, e,
resulta ®9;
(9+£(9+&(9:E
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donde 6 representa el desplazamiento angular; c el coeficiente de friccion viscosa; I el momento
de inercia del sistema respecto del centro de la barra (masas y eje que las une); ky la constante
de torsién del alambre y, finalmente, 7. es el torque externo aplicado (debido a la atraccion
gravitatoria entre las masas my M).
La solucién de la ecuacion anterior es la suma de una funcion transitoria, 6+, y una
estacionaria, Bss:
B[t)zetr(t)+6
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donde:



6,=A e sin (w,t+0)

g, =
ssT kg

siendo A y @ constantes determinadas a partir de las condiciones iniciales; c es el coeficiente de
amortiguamiento y, w, es la pulsacién de la componente oscilatoria de la funcion amortiguada:
2
c
(A)a = (A)n 1__2 W = k_9
n
C. I

con wy: pulsacion de la oscilacion libre (¢ = 0):
Finalmente, c. es el coeficiente de amortiguamiento critico eI cual determina si el

c = 2V 9
comportamiento de la solucién es oscilante (c<c;) 0 monétona decreciente (c>c.):
En el experimento tradicional, la medicion de la constante de gravitacion, G, se reallza a
partir de la utilizacibn de la informacion que proporcionan las soluciones transitoria y
estacionaria.

1,=G ";ﬁ’[ 1
Teniendo en cuenta que: y, siendo / la longitud del brazo de palanca. Se obtiene
para G:
— yssd2k9
mMIL

donde se reemplazo 6ss por su equivalente en funcion del desplazamiento sobre la escala, Yss:
955 = &
L
; siendo L la distancia espejo — escala.

Los datos provenientes de la solucion transitoria se utilizan para reemplazar la constante
ke en la ecuacion anterior como funcién del periodo de la componente oscilatoria de la
amortiguada, T,, y verificAndose que este Ultimo es, aproximadamente igual, al intervalo de
tiempo entre dos maximos sucesivos (esto ocurre cuando ¢ << c., (ver parrafos subsiguientes).
Finalmente, si designamos como T, al periodo de la oscilacion libre se tiene:

T=2T[Di
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Y, por otra parte:




Por todo lo precedente, resulta para G:
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En la cual se observan los siguientes factores: un primer factor debido al
amortiguamiento: 1- ¢?/c.?

Un segundo factor se corresponde con el valor finito, no cero, de la masa m, del eje del
brazo de palanca: 1+ m,/6m determinando una contribucién al momento de inercia del sistema.

Un tercer factor que es necesario incorporar y que no esta presente en la ecuacién
anterior proviene del efecto de la fuerza cruzada (figura 1) producido por la otra masa M
interviniente, el cual afecta al torque gravitatorio:
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Figura 1: Correccion por fuerzas cruzadas.
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donde:



agrupa todos los factores que no se ven afectados al variar la distancia entre masas, d.

La ultima ecuacién para G, como es evidente, incorpora todos los factores mencionados
y mejora la ecuacién obtenida anteriormente (sin correccién por fuerzas cruzadas).

La determinacion del cociente c/c. se realiza a partir del concepto de decremento
logaritmico el cual relaciona, en una funcién amortiguada, dos amplitudes maximas sucesivas
X1y X2 distanciadas, temporalmente, en T,“%:
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Para el presente trabajo que utilizaremos derivan de las anteriores como consecuencia
de que el objetivo es medir el exponente gravitatorio suponiendo un valor universalmente
aceptado para G. A partir de la ecuacion final de G despejamos yss considerando que tenemos
un exponente gravitatorio a determinar y que designamos con B. La férmula final para yss con la
modificacion apuntada resulta:
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Esta férmula seré utilizada para determinar el exponente gravitatorio usando el método de
cuadrados minimos como se explicara en el punto 8.

5.2 DESCRIPCION DEL EQUIPO

El equipo para la medicion de G, y en nuestro caso para la medicién del exponente
gravitatorio, es el provisto por Griffin & George Ltd. Consta de un péndulo de torsién constituido
por un brazo de palanca con dos masas, m, en sus extremos, suspendido desde su punto
medio por un hilo de torsién (de bronce fosforoso). Ademas se sujeta una placa metalica con un
espejo circular el cual permitira medir, mediante la reflexién de un haz luminoso (laser), la
oscilacién del brazo como consecuencia de la aplicacion del torque gravitatorio. Se coloca un
recipiente parcialmente lleno de aceite liviano (grado 30) donde se sumerge parte de la placa
metalica (figura 2). Dos masas, M, determinan la aplicacion de sendas fuerzas gravitatorias a
las masas del brazo y con ello la oscilacion del péndulo. Finalmente, en el equipo original se
incorpora un receptaculo o caja metalica que encierra al péndulo y evita el efecto de las
corrientes de aire.

Se introdujeron algunas modificaciones al respecto: a) Se reemplazé un lateral del
receptaculo contra corrientes de aire por uno de acrilico a fin de poder visualizar si las masas
hacen contacto con las paredes. b) Se agreg6 un cilindro metalico el cual protege de corrientes
de aire al hilo del péndulo de torsion. c) Se incorpord una escala graduada en 2D (en mm)
donde se apoyan las masas M a fin de medir la distancia entre my M.

El sistema de deteccion de las oscilaciones del péndulo se realiza mediante el uso de
una fuente laser cuyo rayo incide sobre el espejo y se refleja luego, en una escala ubicada a
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una distancia suficientemente alejada para obtener la mayor separacion posible entre los
puntos de equilibrio y con ello disminuir su error relativo.

ONROINONNO
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Figura 2: (a) Péndulo de torsidon y accesorios: 1.- brazo de palanca con masas m; 2.- hilo de torsiéon con tornillo
regulador; 3.- masas M; 4.- espejo con placa amortiguadora; 5.- recipiente con aceite amortiguador; 6.- laser; 7.-
placa metélica contra corrientes; 8.- cilindro metdlico contra corrientes (para hilo de torsion); 9.- base graduada en
coordenadas (x, y) en mm. (b) Vista general del equipo: 1.- balanza gravitatoria; 2.- fuente emisora de laser; 3.- riel;
4.- camara Basler scA 640; 5.- escala graduada; 6.- PC; 7.- figura tipo tablero de ajedrez para calibracion de la
camara.

La dependencia temporal de las coordenadas del centro del circulo luminoso en la escala es
medida a partir de la captura de las sucesivas imagenes y su posterior procesamiento por el
método opto — digital.

6 REALIZACION DE LA EXPERIENCIA

La experiencia se realizé para distintas distancias entre my M: 8 cm; 8,5 cm; 9 cm; 9,5
cm; 10 cm; 11 cm; 11,5 cm y 12 cm. Las magnitudes fisicas involucradas fueron: M = 7,5 kg; m
=329g;my=12¢g;/=145cmy, L =586 cm.
Las etapas en la realizacion de la misma fueron las siguientes:
a) Fijacion del alambre de torsion; b) Estabilizacion del péndulo; c) Realizacion de la
experiencia:
c.1l) Montaje de la camara, fijacion del foco; c.2) Calibracién de la camara; c.3) Captura de
imégenes.

a) El alambre de torsién se fija por sus extremos a sendos tornillos de bronce a los cuales se
suelda. Para un mejor posicionamiento del eje del alambre en relacion al eje del tornillo se
procede a efectuar un orificio de 1mm de diametro en la cabeza de este ultimo, el cual sirve
como guia para efectuar la soldadura.

b) Una vez montado el péndulo se debe dejar estabilizar entre 12 y 24 horas ajustando, con
pequefios giros del tornillo soporte, a fin de separar las masas m de las paredes del receptaculo
contra corrientes de aire.

¢) Realizacién de la experiencia:

c.1) Se monta la camara en un tripode y se enfoca la escala donde se desplazara el punto
luminoso.



c.2) Con el foco determinado en c.1, se realiza la calibracion de la cdmara, proceso que tiene
por objeto valorar las distorsiones por paralaje y aberraciones. Esto se hace utilizando una
figura en forma de tablero de ajedrez (figura 2b) con dimensiones conocidas.

c.3) Para una separacién entre masas, d, se captan las imagenes del spot luminoso proyectado,
por la fuente laser, sobre la escala y para una dada posicion de las masas M (figura 4).
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Figura 4: a) Dos posiciones de las masas M para la medicion; b) Grafica de y(t) obtenida para d = 9cm

Una nueva captura de imagenes se realiza cuando se procede a cambiar la posicion de
las masas M (lineas punteadas) y lo cual se hace durante un tiempo suficientemente largo que
abarque las oscilaciones correspondientes a la solucién transitoria como asi también las
pequefias amplitudes entorno al punto de equilibrio. El tiempo promedio de captura para cada
posicion de las masas M es de, aproximadamente, 50 minutos. La captura se realiz6 a razén de
1,875 cuadros/s.

7 PROCESAMIENTO DE IMAGENES

A partir de la captura de las imagenes realizadas para las dos posiciones de las masas
M, se procede a determinar mediante las librerias disponibles de Open CV @213 |3 posicidn,
como funcion del tiempo, del centro del disco luminoso.

La utilizacion del sistema opto-digital permite realizar la medicién de las posiciones de
equilibrio con buena exactitud debido a que se obtienen varias capturas por segundo superando
ampliamente el sistema de medicion tradicional para el cual y, mediante dos operadores no se
podian realizar mediciones a intervalos menores de 15 o 20 segundos. Como consecuencia de
esta mejora es posible obtener una mayor definicién de los maximos y minimos de la solucién
transitoria y con ello la determinacion mas precisa del periodo T..

8 MEDICION DEL EXPONENTE GRAVITATORIO

En la figura 4(b) se presenta la gréfica obtenida para y (t) con su solucién transitoria y
estacionaria cuando se efectla el cambio en la posicion de las masas M. En ordenadas se
representa el desplazamiento en centimetros (6.22 pixeles/cm) mientras que en abscisa, el
tiempo en segundos (a razén de 1,875 cuadros/s). Es de observar en este grafico los mayores
desplazamientos que se obtienen en relacién a los logrados con el equipo original. En efecto,
en este ultimo la distancia espejo-escala es del orden de 1m mientras que nosotros, al usar una
fuente laser, hemos podido extender la misma a 5.86m con las consiguientes mayores
amplitudes de yss. A partir de esto:

1) Se determinaron las posiciones de equilibrio para cada distancia, d, entre my M
(figura 4). Y con ellas las correspondientes Vss.

2) Se mide el periodo de la componente oscilatoria de la amortiguada y el cociente de
amortiguamiento c/c. (ver 5.1). Los valores obtenidos fueron T, = (658 + 13) sy, ¢/c. = 0,12.



3) Asumiendo para G el valor aceptado universalmente: 6.67x10® cm?/g.s? en conjuncién
con el valor de a: 1.6215x10™"° 1/g.s? y utilizando la férmula para yss deducida en 5.1 se procede
a calcular para las distintas distancias d y para valores de 8 préximos al valor aceptado =2 la
funcién yss a la cual designaremos como y*ss (valor calculado). A continuacion confrontamos este
valor con el medido para cada distancia determinando el error cuadratico medio obtenido sobre
el conjunto de mediciones. Finalmente, el valor que se adopta para 3 es aquel que minimiza el
error cuadratico medio. En la figura 5 se muestra la grafica del error como funcién de
determinandose, a partir de ella un exponente gravitatorio 3=1.89+0.07 lo cual arroja un error
relativo de 3.66%. El error relativo respecto al valor aceptado universalmente: =2 resulta de
5.5%.
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Figura 5: Medicion del exponente gravitatorio.

9 CONCLUSIONES

a) Las mejoras introducidas al equipo tradicional ya sea de adaptacion a las nuevas
generaciones de equipos con mejoras tales como la mayor distancia espejo- escala y el
cambio de la fuente de luz por una fuente laser como asi también la incorporacion del
sistema opto-digital posibilitaron la medicién de las distancias yss entre posiciones de
equilibrio para valores crecientes de las mismas.

b) La aplicacion del método opto-digital permiti6 mejorar apreciablemente la determinacion del
periodo de la componente oscilatoria de la solucidn transitoria debida a una mejor definiciéon de
los méximos correspondientes a la misma. Por la misma razon, fue posible definir con bastante
exactitud la relacion c/c., aunque esta no afecta significativamente a Vss.

C) El método para la medicion del exponente gravitatorio resulté adecuado permitiendo obtener el
valor especificado en el punto anterior.
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