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Se describe un sistema de medicion de posiciones en 2D mediante el uso de una camara digital de alta velocidad,
y posterior procesamiento de imagenes. Este sistema se presenta como particularmente util para el estudio de
experiencias en 2D tales como el choque de discos y movimiento de placas en general. La velocidad de
obturacion, del orden de 100 cuadros por segundo, permite analizar con cierto grado de exactitud la evolucion
temporal de las variables fisicas de interés: momento lineal y fuerza interactiva en el intervalo de interaccion. En
este trabajo, en particular, el sistema de medicion se aplica al choque de discos muflidos de un mecanismo de
interaccion elastica; obteniéndose resultados acordes con lo esperado con un error del orden 7%.
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It describes a 2D position measurement system using a high-speed digital camera and subsequent image
processing. This system is presented as particularly useful for the study of experiences in 2D such as the collision
of discs and plate movement in general. The shutter speed, of about 100 frames per second, enable analyze with
any degree of accuracy the time evolution of the physical variables of interest: linear momentum interactive
strength during the interaction interval. In this work, in particular, the measurement system is applicable to the
shock of discs armed with an elastic interaction mechanism obtaining results as expected with an error of order

7%.
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I. INTRODUCCION.

Como se sabe, el estudio del movimiento de placas
rigidas en 2D es un caso particular del movimiento de
un rigido en 3D y reviste importancia para asignaturas
tales como mecanica y las relativas a mecanismos en las
carreras de ciencia e ingenieria (V. En este sentido, el
estudio que se aborda tradicionalmente esta limitado a la
solucién analitica de las ecuaciones de movimiento y a
la interpretacion de los resultados alcanzados. En el
aspecto experimental se dispone, de equipamiento muy
restringido y, por ejemplo, el referido al estudio de las
leyes de conservacion del momento lineal para el
choque de dos discos .

Por otra parte, el amplio desarrollo en el ambito de
la robética @, del software de captura y procesamiento
de imagenes ofrece una importante herramienta para la
deteccion de movimientos de placas rigidas. Esto
permitiria complementar el analisis teorico, tradicional,
con la correspondiente verificacion experimental.

En el presente trabajo se realiza una aplicacion de
este sistema de medicion al estudio del choque elastico
entre discos. Se aborda, por una parte, el analisis de la

conservacion del momento lineal y el momento angular
para la experiencia global. En segundo término nos
enfocamos en el estudio de la dependencia temporal,
durante la colision, de la velocidad relativa, las
velocidades absolutas y la fuerza de interaccion.

II. CHOQUE PERCUSIVO Y CHOQUE
ELASTICO.

En el choque percusivo, la fuerza de interaccion se
asocia a una funcidon delta de Dirac, es decir, de
intensidad infinita y aplicada durante un intervalo de
tiempo nulo. Ademas, su integral en el tiempo da por
resultado el impulso transferido de un disco a otro.

Para su analisis se definen dos ejes centrados en el
punto de contacto entre los discos (figura 1).
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Figura 1. choque percusivo y oblicuo entre discos (caso mds
general de choque percusivo). & y n son, respectivamente, los
ejes de choque y transversal.

El eje de choque, &, esta definido por los centros de
los discos y contiene al punto de contacto; el eje
transversal, 1, es normal al anterior en este punto y es
coincidente con la tangente comin en ese instante.

La situacion mas general del choque de discos es, en
relacion a sus condiciones iniciales, cuando la direccion
de las velocidades es arbitraria respecto del sistema de
coordenadas (§, m); 'y, respecto de la interaccion,
cuando la misma determina la transferencia de impulso
lineal e impulso angular. La primera ocurre cuando la
fuerza ejercida es radial y, en este caso se modifica so6lo
el momento lineal en la direccion &. La segunda sucede
si la interaccion, adicionalmente, aplica a los discos una
fuerza tangencial que afecta, también, al momento
lineal en la direccion n y les imprime un impulso
angular a ambos modificando sus momentos angulares
iniciales.

Cuando la interaccion es de duracién finita es
necesario considerar la sucesion de instantes de tiempo
y el cambio de posicion del sistema de los ejes. Este
analisis  resultaria complicado. En su lugar
consideramos conveniente realizar una aproximacion
consistente en que, el intervalo de interaccion y las
velocidades tangenciales previas al choque satisfacen la
relacion:
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La cual significa que la rotacion del sistema (&, 1) es
pequefia durante la interaccion. En esta expresion Vy , y
Vi n representan las velocidades tangenciales antes del
choque; Ry, Ry los respectivos radios y A t el intervalo
de interaccion. El factor 2 en el denominador se debe a
que la rotacion se refiere a la posicion del sistema al
instante #g.
Para una interaccidon arbitraria, el coeficiente de
restitucion, e, resulta "

IR(t)dt )
J'P(t)dt

y, mide el grado de restitucion del impulso recibido
durante la deformacién del elemento interactivo. La
funciéon P (t) representa la fuerza mutua durante la
deformacion mientras que, R (t) es la fuerza ejercida en
la recuperacion.

Alternativamente, y en nuestro caso, usaremos una
expresion en funcion de las velocidades relativas antes y
después del choque:

Vng' V’M; (3)
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donde, las variables no primadas corresponden a
instantes anteriores al choque mientras que, las variables
primadas se refieren a los instantes posteriores a la
colision.

En el presente Trabajo se abordé el estudio de una
interaccion elastica para la cual su coeficiente de
restitucion es muy proximo a uno. Su intervalo de
interaccion, su amplitud de deformacion e intensidad de
la fuerza se muestran en la figura 2, en la cual se
compara con el choque percusivo.

En esta figura se presenta, en ordenadas, la posicion
relativa de los centros de los discos (a y d), su derivada
(b y e) y la fuerza mutua (c y f) para los dos tipos de
choque; (.-.):(2k/m)”2 siendo k, la constante elastica vy,
m: la masa del disco H. Finalmente, el intervalo de
interaccion resulta A t= ./ w.

La situacion limite y tedrica de constante elastica
infinita nos conduce al choque percusivo.

i

Figura 2. comparacion entre el choque elastico y el choque
percusivo. Fyy, es la fuerza ejercida por M sobre H.

lIl. DESCRIPCION DEL EQUIPO

En la figura 3 se muestra una vista general del
equipo para experiencias en 2D. En la figura 4 los
discos utilizados para la experiencia de choque.

Este equipo consta de una mesa para suspension por
aire de ImxIm la cual presenta orificios de 1mm de
didmetro ubicados seglin un reticulo con constante de
red a = 2,5cm. Con esta disposicion y diametro de
orificios se logra una suspension del orden de 0.2mm
Tiene, asimismo, dos lanzadores construidos con
resortes y con guias cilindricas de acrilico. Cada uno de
los cuales presenta una escala longitudinal para
calibracion.



Figura 3. equipo para experiencias en 2D: a) discos; b)
lanzadores; c) mesa de suspension por aire; d) puente para
suspension de la cdamara; e) camara; f) péndulo para
nivelacion de la mesa; g) PC.

Figura 4. sistema de discos utilizados para la experiencia de
choque elastico.

La camara de alta velocidad utilizada fue una Basler
(s ¢ A780) de 54 cuadros por segundo (color) con una
velocidad de captura monocromo de hasta 100 cuadros
por segundo vy, se la ubica en el puente que atraviesa la
pista, a una altura de 1,3m, suficientes para efectuar el
enfoque sobre la misma a fin de capturar las imagenes
de la experiencia completa.

Finalmente los discos han sido construidos en
acrilico y son de dos tipos: un primer disco, disco H,
presenta un par de discos (superior) y otro par (inferior)
todos de Ry = 53mm separados por un eje de seccion
cuadrada de 10mm de lado. El par interno presenta 180
orificios distribuidos en la periferia los que permiten
disponer el hilo elastico. Los exteriores sirven para
aumentar la inercia e igualar la masa a la del disco M.

Un segundo disco, disco M, observa en su estructura
un disco superior, uno inferior y uno intermedio de
mayor diametro (Ryy= 63 mm) a fin de deformar la
pared de elasticos del disco H.

Ambos discos presentan el disco superior con un
revestimiento blanco mate que contrasta con la pista de
negro mate a fin de mejorar la captura de las imagenes
evitando reflejos. Asimismo, y a una distancia b=35mm
del centro del disco superior se haya dibujado, en negro
mate, un disco de radio inferior el cual permitird medir
el desplazamiento angular del centro de este segundo
disco respecto del primero.

IV. REALIZACION DE LA EXPERIENCIA.

La realizacion de la experiencia supone varios
pasos: disefio, calibracion, captura y procesamiento de
las imagenes obtenidas

Disefio.
En el disefio de la experiencia de choque se debe
buscar una forma simple que permita ubicar los ejes & y

n en forma inmediata con su transformacion a los ejes x
e y de laboratorio.

De las experiencias posibles se optd por la indicada en
la figura (5) por ser la mas simple, coincidiendo en ella:
el eje & con el eje y; por una parte, y el eje n con el eje
x por otra. La aplicacion de la ecuacion (1) da por
resultado un dngulo de 6.7° para Vg ,= 235 cm/s.
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Figura 5. caso particular de (1) donde el eje & coincide con el
eje y, mientras que el eje n coincide con el eje x.
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Calibracion.

La calibracion del equipo supone las siguientes etapas:

1. Calibracion de los lanzadores: tiene por objeto
obtener la dependencia de la velocidad de ambos discos
como funcion de la deformacion del resorte respectivo.
Se realiz6 para ambos lanzadores presentando pequefias
diferencias. Esta calibracion reviste gran importancia
porque, de acuerdo al disefio de la experiencia, permite
asegurar el encuentro entre los discos. Como ejemplo se
presenta, en la figura 6 la calibracion del lanzador
asignado al disco H.
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Figura 6. calibracion del lanzador H.



2. Calibracion de la camara: esta calibracion
permite obtener la equivalencia entre pixel y centimetro;
incorporar la aberracion de la camara y la correccion
por respecto de la pista ®). Como consecuencia de esta
calibracién se obtiene una equivalencia entre pixel y
cm, 1 pixel = 0,1308cm.

Captura de las imagenes.

La parte superior de ambos discos presenta, ademas
del circulo que la delimita y, que denominaremos
circulo mayor un segundo circulo, circulo menor, con su
centro ubicado a una distancia b del primero. El proceso
de captura de imagenes se refiere al seguimiento de
ambos discos mientras dure la experiencia. Se realiza
mediante una camara Basler la cual asegura, en modo
monocromatico, 100 cuadros/segundo. Esta velocidad
de captura nos permite observar y medir el
desplazamiento de los centros de los discos durante la
interaccion elastica para su posterior procesamiento.

En la figura 7 se muestran tres imagenes a de las cuales
la primera es previa al choque, la segunda en el instante
de maxima deformacion y, finalmente la tercera luego
de la separacion. En estas imagenes también es posible
apreciar la rotacion de los discos luego de la interaccion.
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Figura 7. captura de imagenes: (a) previa a la interaccion;
(b) durante la interaccion y, (c) posterior a la interaccion.

Procesamiento de las imagenes.

A partir de las imagenes obtenidas y, mediante las
librerias disponibles de Open CV “9 se logra
determinar las sucesivas posiciones de los centros de los
discos. De la posicion relativa de los centros de los
circulos mayores es posible, por derivaciones sucesivas,
obtener la fuerza de interaccion entre ambos que, en la
direccion y por ser de tipo elastica, depende de la
posicion relativa en esa direccion. Por otra parte, el
desplazamiento del circulo menor nos permite medir la
rotacion intrinseca de ambos discos al determinar su
movimiento relativo respecto del circulo mayor.

Los resultados del procesamiento de imdgenes para
las coordenadas y de los discos se muestran en las
figuras 8 y 9. En las figuras 10 y 11 se presenta la
diferencia de coordenadas para los respectivos ejes.

En la figura 12 y, mediante la grafica de la funcion
arco seno, se visualiza la dependencia temporal del
angulo barrido por el radio vector b que une los centros
de los circulos mayor y menor del disco H. La ordenada
se mide en radianes y el eje temporal en milisegundos.
Una gréfica similar se obtiene para el disco M.
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Figura 8. posicion Y del centro de H.
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Figura 9. posicion Y del disco M.
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Figura 10. posicion relativa en Y.
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Figura 12. funcion arco seno [(Ypy-Yp)/b]; donde b es la
distancia entre los centros del circulo menor y el circulo
mayor.

V. ANALISIS DE LOS RESULTADOS.

Con los resultados previos aportados por el
procesamiento de las imagenes se obtiene la velocidad y
aceleracion de los centros de los discos. Con la primera
se puede verificar la conservacion del momento lineal y
la segunda permite medir la fuerza de interaccion. Asi
mismo y como resultado de analizar la dependencia
temporal del angulo barrido por el radio vector que uno

los centros de los circulos, se puede medir la velocidad
angular de los discos después del choque. Con este
resultado es factible comprobar la conservacion del
momento angular.

La figura 10 evidencia, por la simetria respecto del
minimo, un choque aproximadamente elastico. Usando
la ecuacion (3) se obtiene un coeficiente de restitucion,
e~ 0.96.

Conservacion del momento lineal.

Del anélisis numérico de los resultados obtenidos para
el momento lineal, P, se infiere un acuerdo con los
valores teoricos esperados con un error de hasta 13%
dependiendo del eje. Las componentes de los momentos
lineales segun los ejes observan una disminucion luego
del choque y atribuible a la existencia de un par respecto
de la base debido, posiblemente al torque a causa de que
la fuerza interactiva se aplica a media altura del
separador (figura 4) y esto determinaria roce con la
pista. Para realizar la comprobacion de la conservacion
del momento lineal se asume la siguiente convencion
para los subindices: El primer subindice corresponde a
la designacion del disco (H 6 M) el segundo a la
instancia del choque: antes o después de la colision; vy,
el tercero al eje sobre el cual esta la componente. Asi se
tiene (figura 13): Pyu= -4229; Pyay = 147; Puax = - 2717,
Puay = 2791; Pya=  222; Pyay= 2740; Pua= - 761;
Pyay= 0. Donde todos los valores estin en gr.cm/seg.
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Figura 13. andlisis de la conservacion del momento lineal y
angular.

Conservacion del momento angular.

La cortina formada por los hilos elésticos permite
no solo que los discos se ejerzan fuerzas radiales sino
también tangenciales, aplicadas en la periferia de ambos
discos. Estas acciones determinan un torque sobre cada
disco y el consiguiente giro o momento angular
intrinseco de cada uno. Asi mismo, la fuerza se traslada
al centro de masa de los discos y modifica su impulso
lineal en esa direccion (eje 1) figura 14.
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Figura 14. aplicacion de fuerzas tangenciales a los discos y la
consecuente aparicion del momento angular intrinseco como
consecuencia del la equivalencia mecdanica de ambos
sistemas, mostrado en la figura. El torque y el momento
angular intrinseco son perpendiculares al plano y salientes
del mismo.

Para el andlisis de al conservacion del momento
angular se elige como centro de momento el punto
sobre el eje y, de coordenadas: (0, -RM). Teniendo
presente que, si la conservacion se verifica para un
centro de momentos también se infiere para otro punto
del plano.

La convencion adoptada para los subindices es la
misma que para el momento lineal y teniendo como
tercer subindice el z, para todas las magnitudes
analizadas. Asimismo, se adopta como notacion para el
momento de la cantidad de movimiento lineal la letra L
y para el momento angular intrinseco la mintscula, /.

Los valores numéricos obtenidos y, que permiten
comprobar, dentro de los errores experimentales, la
conservacion del momento angular total son los
siguientes: L y,,= 51705; L yg, = 32212; Iy, =05 Ing,
= 6601, L Maz — 0, L Mdz = 0; lMaz = 0: lMdz = 9506
(figura 14). Donde la unidad utilizada es gr.cm?/s.

Luego del choque se observa un detrimento en el
momento angular total inicial del orden del 7%;
atribuible, principalmente, a la fuerza tangencial, de
roce, entre el disco medio de M y la cadena de hilos
pertenecientes a H.

Intervalo de interaccion: velocidad relativa 'y
fuerza interactiva.

Para la obtencién de la velocidad relativa y la
fuerza actuante sobre cada disco y, en particular, sobre
el disco H se procede a derivar numéricamente dos
veces sucesivas la coordenada relativa, & Para cada
derivacion es necesario efectuar un acondicionamiento
de la funcion en cuestion mediante un filtro pasa-bajo
(4,5). Finalmente, la fuerza se obtiene multiplicando la
segunda derivada por la masa del disco en cuestion,
disco H, de 0.094kg. Las curvas respectivas se muestran
en las figuras 15 y 16. En la primera se observa una
velocidad  relativa, antes del choque de,
aproximadamente, 2.6 m/s en valor absoluto; mientras
que, después del choque, ha disminuido a 2.5 m/s
determinando un coeficiente de restitucion, como ya se
indico previamente, de 0.96.
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Figural5. velocidad relativa en la direccion del eje de
choque.

La segunda de las figuras muestra una fuerza
interactiva nula hasta el instante t =~ 620 ms. Entre este
instante y t = 720 ms. se observa la fuerza interactiva
con un maximo de, aproximadamente 7,5 N, para
anularse, finalmente a posteriori y como consecuencia
del despegue de los discos.

Los resultados obtenidos para el valor maximo de la
fuerza y a partir de figura 17 resultan coherentes,
dentro de los errores experimentales con la aplicacion
de la formula, para la misma: m.V, w, del analisis
teorico (ver II), con w=31,4 y el intervalo de
interaccion, At = 0.1 seg. (Ver figura 16).
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Figural6. fuerza interactiva (fuerza actuante sobre el disco
H).

VI. CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos estan en un acierto con los
esperados tedricamente dentro de un margen maximo
de error de 13% dependiendo de la variable fisica
analizada, asi, para la conservacion del momento
angular se puede considerar un error de hasta 7%.

Consideramos como principal factor de error el
momento respecto de la base de la fuerza interactiva
radial que puede determinar un aumento de la friccion.

Se espera mejorar el error disminuyendo la altura del
eje separador pero que sea compatible con una



constante elastica adecuada para las mediciones en el
intervalo interactivo.

Consideramos que esta experiencia constituye un
aporte significativo para la mejora de la ensefianza
curricular del tema abordado, especialmente en dos
aspectos: por un lado la utilizacion del sistema de
deteccion de posiciones para 2D el cual puede aplicarse
a otras experiencias de dinamica y, en lo referido al
tema especifico, por el andlisis experimental en el
intervalo de interaccion.
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